——

Teleparalelni
ekvivalent

opce teorije
relativnosti

Marko Sossich

=




Teleparalelni ekvivalent opce
teorije relativnosti

Marko Sossich
Institut za kozmologiju i filozofiju prirode;
Zavod za primijenjenu fiziku, Sveuciliste u Zagrebu Fakultet elektrotehnike i
racunarstva

marko.sossich@icpn.hr

Sazetak

Razumijevanje prostora i vremena predstavlja jedan od klju¢nih koncep-
tualnih problema u fizici, no ne samo u fizici nego i u spoznajnoj teoriji i filo-
zofiji uopce. Stoga tumacdenje prostora i vremena u modernoj fizici zna¢ajno
doprinosi obogacivanju tog pojma koji sada ima uto€iste i u prirodnim zna-
nostima. Teorija relativnosti je bas teorija prostorvremena te je njezin dina-
micki konstituent upravo prostorvrijeme, dok je u ostalim teorijama prostor-
vrijeme samo pozornica u njihovom postavljanju. Kakoje opéa teorija relativ-
nosti utemeljena na pojmovima zakrivljenosti prostorvremena, tako se moze
formulirati i teorija istovjetna opcoj teoriji relativnosti koja je temeljena na
torziji. Tu teoriju nazivamo Teleparalelnim ekvivalentom opée teorije rela-
tivnosti. Svakako je zanimljivo prouciti vezu izmedu zakrivljenosti i torzije,
te je takva teorija znacajna jer moZe bolje uroniti u svijet teorija temeljenih
na lokalnoj bazdarnoj simetriji. Doduse, ona se mora pojmovno spustiti na
tu niZu razinu, ali samo u sluzbi toga kako bi mogla uzdignuti ostale teorije
i pribliziti ih pojmovnom razumijevanju sli¢nome onom iz opce teorije rela-
tivnosti.

1 Teorije gravitacije temeljene na torziji

1.1 Uvod u Teleparalelni ekvivalent opce teorije relativnosti i njezin
odnos s opc¢om teorijom relativnosti

U ranim danima opce teorije relativnosti, ubrzo nakon njezinog postavljanja, Zelja
Alberta Einsteina je bila i¢i korak dalje i postaviti teoriju koja ujedinjuje gravita-
cijuielektromagnetizam. Takva ujedinjena teorija bi bila temeljena na geometriji



prostorvremena po uzoru na opéu teoriju relativnosti. Medutim, osnovni dina-
micki entitet u opéoj teoriji relativnosti bila je metrika prostorvremena, koju oz-
nacavamos gy, te ona sadrzi 10 stupnjeva slobode zbog simetri¢nosti g,y = gvy-
S druge strane, Einstein u svojim radovima izmedu 1928. i1931. godine uvodi
koncepte apsolutnog paralelizma ili teleparalelizma (njem. Fernparallelismus) [1]
u kojima se spominje tetrada 4“;,. Nasuprot metrici, tetrada sadrzi 16 stupnjeva
slobode gdje bi dodatnih 6 stupnjeva slobode potencijalno moglo odgovarati elek-
tromagnetizmu (3 elektri¢na polja i 3 magnetska polja). No, ubrzo nakon toga
otkriveno je da tih dodatnih 6 stupnjeva slobode odgovaraju izboru Lorentzovog
promatraca te je taj pristup napusten u okviru ujedinjenja gravitacije i teorije elek-
tromagnetizma [2]. Ipak, ovaj rezultat doveo je do daljnjeg razumijevanja pros-
tovremena, te se otvorila moguénost formulacija istovjetnih teorija opcoj teoriji

relativnosti no koristenjem raznih koneksija.

Koneksije u teorijama gravitacije, no takoder i u bazdarnim teorijama stan-
dardnog modela igraju klju¢nu ulogu u formulacijama tih teorija. Njih koristimo
kao ,pomo¢éno polje” koje nam sluzi u o¢uvanju kovarijantnosti lagranzijana zada-
nih teorija u odnosu na konkretnu transformaciju. Npr. u bazdarnim teorijama
standardnog modela javlja se Diracov lagranzijan

L = ihcWy"* oy —myy, ®

gdje je y Diracov spinor, m masa Diracovog spinora, y* su matrice reprezentacije

Diracovih spinora, d, = d/dx* je parcijalna derivacija pokoordinatix*, a c brzina

svjetlosti te i Planckova konstanta. Taj lagranZijan nije invarijantan s obzirom na
A

lokalnu bazdarnu transformaciju ' = ¢"*¥) y, odnosno njena derivacija narugava

tu invarijantnost. U tu svrhu uvodimo kovarijantnu derivaciju

gdje je upravo A, koneksija u lokalno bazdarnim teorijama. Konkretno, njezina
algebra se poklapa s algebrom polja u teoriji elektromagnetizma, pa kaZzemo da
polje A, predstavlja ucinke elektromagnetizma u bazdarnim teorijama. Na taj
nacin lagranzijan (1) postaje lokalno bazdarno invarijantan. Koneksije nisu ten-

zori jer se one za tu transformaciju transformiraju na nacin
Ay =UA U ' +UQU ™" = Ay — duA(x), 3)

gdje je U = ¢"*'%) zadana transformacija. Primijetimo da razlika dviju koneksija



predstavlja tenzor, to vidimo u drugom lanu Ud,, U ~! koji ovisi samo o transfor-

maciji U te se u razlici poni§tava i ostaje
Fy=UF,U™", @)

$to smatramo transformacijom koju zadovoljavaju tenzori. Na slican nadin, za
neku drugu transformaciju npr. U = A(x),? tzv. lokalnu Lorentzovu transfor-

maciju, takoder uvodimo koneksiju, i pripadni kovarijantnu derivaciju
Dyxt = dyx” + A%, (5)

koju zovemo Fock-Ivanenkovom kovarijantnom derivacijom, s pripadnom konek-

sijom A%y, koju nazivano spinskom ili Lorentzovom koneksijom.

Konacno, u op¢oj teoriji relativnosti uvodimo kovarijantnu derivaciju s obzi-

rom na simetriju tzv. opce kovarijantnosti (opéenita transformacija koordinata)

Vyux¥ = dux’ + lo"vpuxp, (6)

gdje je fvp“ koneksija Levi-Civite. Koneksija Levi-Civite predstavlja jedinstvenu

koneksiju koja sadrzi zakrivljenost i definirana je pomo¢u metrike

: 1
e, ==

2g(m(‘9;1<?pv‘f‘avgpu _apguv)a ()

koja je simetri¢na na zamjenu dva donja indeksa I'®y, =I"°y te takva koneksija
definira tenzor zakrivljenosti odnosno Riemannov tenzor

o ep o ep e e
R, = ovEP) = 0ul?) 416, 1%, — 176,19, ®)

Iz koneksije Levi-Civite slijedi vazno svojstvo koje nazivamo metri¢nost
VgtV =0. )

Ubrzo nakon formulacije opce teorije relativnosti posebna paznja bila je data po-
imanju prostovremena u terminima torzije. Poznato je da je u opéoj teoriji rela-
tivnosti zakrivljenost osnovno ontolosko nacelo prostorvremena — matematicki
kaZemo da je opéa teorija relativnosti zasnovana na koneksijama I'* vp koje sa-
drZe zakrivljenost, a torzija i§Cezava. S druge strane moguce je formulirati isto-
vjetnu teoriju u kojoj koristimo druge koneksije, a jedan od poznatijih primjera
je upravo Teleparalelni ekvivalent opce teorije relativnosti (TEGR). U takvoj teoriji



koristimo koneksiju koja sadrzi i§¢ezavajuéu zakrivljenost, a neis¢ezavajuéu tor-
ziju, koju oznacavamo kao I'*y,, te ju Cesto zovemo Weitzenbéckovom koneksi-
jom. Takva koneksija definira tenzor torzije

Tpuv = va;.t - Fpuw (10)

koja je dana antisimetri¢nim dijelom koneksije I'?y,. Primijetimo da koneksija
Levi-Civite, koja je simetri¢na na zamjenu zadnja dva indeksa, daje iSCezavajucu
torziju, pa kazemo da koneksija Levi-Civite sadrzi zakrivljenost ali ne i torziju.
Formalno gledajuéi akcija opée teorije relativnosti je dana Einstein-Hilbertovom

akcijom

SEH =

16G/‘/ Rdx (11)

gdjeje R Riccijev skalar koji sadrzi zakrivljenost i iS¢ezavajucu torziju, a g = det(g,v)
je determinanta metrike. S druge strane moguce je konstruirati akciju koja se te-
melji na torziji, a daje iste jednadzbe gibanja kao op¢a teorija relativnosti te ona
glasi [3]

C4
STEGR = %/th%ﬁ (12)

gdje je T skalar torzije koji predstavlja uc¢inke iskljucivo torzije, odnosno funkcija
je isklju¢ivo Weitzenbokove koneksije I'?y,,, a h = det(h,* ) je determinanta te-
trade. Zapravo, moguce je konstruirati beskona¢no mnogo teorija koje imaju iste
jednadzbe gibanja kao i op¢a teorija relativnosti, a koje kombiniraju torziju i za-
krivljenost. Razlog $to su jednadzbe gibanja iste proizlazi iz konstrukcije skalara
torzije za koji vrijedi

R:—T+%8u(hT“), (13)

gdje je vidljivo da se Riccijev skalar R i skalar torzije T razlikuju do na potpunu
divergenciju. Zbog tog svojstva poznato je da ée dobivene jednadzbe gibanja ostati
nepromijenjene do na ¢lan koji se nalazi u divergenciji.

Postoji i drugi razlog zbog kojeg se uvode tetrade kao osnovni stupan;j slobode u
teorijama gravitacije. Takav objekt omogucuje konstrukciju lokalno bazdarnih te-
orija gravitacije koje duguje svom lokalnom karakteru i, = h,*d,, buduéi da u
svakoj to¢ki prostorvremena razapinje Cetverodimanzionalni vektorski tangentni
prostor. Zelja da se teorija gravitacije formulira kao lokalno bazdarna teorija pro-

izlazi iz uspjeha kvantne teorije polja, odnosno standardnog modela, ¢ije je os-



novno nacelo upravo lokalna bazdarna simetrija. Konkretno TEGR smatramo ba-
Zdarnom teorijom grupe translacija. Opéu teoriju relativnosti ne smatramo ba-
zdarnom teorijom gravitacije po analogiji s bazdarnim teorijama standardnog mo-
dela buduéi da je osnovni stupan;j slobode metrika, a ona ne proizlazi iz nikakve
bazdarne simetrije kao koneksija te simetrije, ili jednostavno receno metrika nije
koneksija. S druge strane, igrajuéi istu igru, pretpostavljamo da materija zado-
voljava bazdarnu simetriju translacije u tangentnom prostoru

L — _{_Ea(x#)7 (14)

gdje sux?koordinate u tangentnom prostoru, a € parametar transformacije. Tada
se infinitezimalna transformacija moZe napisati

xla —Ux® = egﬂPaxa _ (1 _|_8aPa)xa’ (15)
gdje su P, generatori grupe translacija P, = d,. Koordinate se transformiraju
Sx% =" —x* = gbopx, (16)

na isti nacin na koji se neko polje materije transformira, pa kaZemo da je ono ko-

varijantno

50 =¢b0,0. 17)

Medutim, derivacija polja se ne transformira kovarijantno te uvodimo koneksiju
B?, [4]. Primijetimo da vrijedi isto nacelo kao i u slucaju elektromagnetskog veza-
nja sa spinorom, dakle iz lokalne bazdarne invarijantosti Diracovog spinora nuzno
uvodimo koneksiju A, preko kovarijantne derivacije, upravo iz razloga sto obi¢na
derivacija Diracovog spinora lomi lokalnu bazdarnu simetriju. TakoiuTEGR uvo-

dimo kovarijantnu derivaciju
Dy¢ =hy¢ =0u¢+Budu9, (18)
koja omogucuje kovarijantnost
8(hu@) = €"0p(hy9)- (19)
Poznato je da se koneksije u bazdarnim teorijama transformiraju

B, =UB U '+UdU™" = By =B, —due". (20)



Na taj nacin polje B*;, postaje koneksija u smislu lokalno bazdarne simetrije, te
ona istovremeno predstavlja gravitacijsko polje, gdje je vezanje dano kroz kovari-
jantu derivaciju, kao $to je to slucaj i u Diracovoj teoriji vezanja s elektromagne-
tizmom. Konacno, polje 1%y, i polje B*, razlikuju se do na trivijalan ¢lan d,x*, teje
trik u tome §to je varijacija nekog lagranzijana ista provodi li se ona poljem B¢, ili
h?y. Sobziromdaje h%, osnovni stupanj slobode teleparalelnih teorija gravitacije
time je formalno postignut cilj postavljanja bazdarne teorije gravitacije.
Primijetimo da je ovim trikom izmijenjena jedino formulacija teorija gravita-
cije, ali su jednadzbe gibanja ostale nepromijenjene. Cilj je dakle pojmovno pri-
bliZzavanje teorije gravitacije standardnom modelu temeljenom na bazdarnim si-
metrijama. Ovaj pristup je znac¢ajan, no treba ga promotriti i na obrnut nacin:
s jedne strane postoji nacin kako se teorija gravitacije moZe razumjeti kao ba-
Zdarna teorija, no s druge strane otvara se mogucnost da se teorije standardnog
modela razumiju ili barem pribliZze pojmovima op¢e teorije relativnosti. Time ko-
neksije predstavljaju glavni predmet takve veze, te ih treba poblize razumjeti u
geometrijskom smislu kako bi se razumjela istinska priroda npr. elektromagne-
tizma. Slijedeci ove odnose, koji upucuju na vezu bazdarnih teorija standardnog
modela i opce teorije relativnosti, postavlja se pitanje fundamentalne uloge me-
trike u standardnom modelu, ili barem u elektromagnetizmu. Takva ideja vraca
Einsteinovu Zelju o ujedinjenju gravitacije i elektromagnetizma u geometrijskom
smislu. Time se dobiva puni smisao opce teorije relativnosti koja u sebi sadrzi i

gravitaciju i elektromagnetizam.

Promotrimo kinematiku TEGR, odnosno gibanje testnog naboja (Cestice). U op-
¢oj teoriji relativnosti gibanje Cestice je opisano geodetskom jednadzbom kao ek-
stremalnom putanjom u nekom prostorvremenu, odnosno i§¢ezavanjem kovari-

jantne Cetveroakceleracije
d o
(Vuu")u* = guv—i-l"kulu“ =0. (21)

Drugim rije¢ima, u takvoj jednadzbi ne prepoznajemo silu, Cestica se jednostavno
slobodno giba, ali u zakrivljenom prostoru. To se nacelo temelji na nacelu jedna-
kosti teske i trome mase, te bez tog nacela ova interpretacija ne bi vrijedila. S

druge strane testni naboj u TEGR se giba prema jednadzbi

d
(Vyu")uH = d—uv —l—l"v;wu’lu” = T"Mu}”u"‘, (22)
s



Ipak, postoji bitna razlika u interpretaciji jednadzbe (22) $to ona nije geodetska
jednadzba u ,torzionom” prostoru. To je vidljivo iz toga Sto se na desnoj strani
javljatenzor T'V; , koji predstavlja vanjsko polje koje efektivno prouzrokuje odstu-
panje od geodetske krivulje. Dakle, ovaj rezultat predstavlja vaznu razliku TEGR i
opce teorije relativnosti, gdje se u TEGR vraca pojam sile kao dinamickog uzroka
gibanja testne Cestice, iako uzrok te sile nije klasi¢no odreden nabojem (masom).
Uzrok je i dalje dan geometrijom prostorvremena u terminima torzije, no s obzi-
rom na to da je globalna formulacija torzije dana u prostorvremenu Minkowskog
tada nije neobi¢no $to jednadzba (22) poprima oblik u kojem djeluje polje torzije,
zapravo kad bi to polje bilo nula tada bi se (22) svela na

d

\4
—u =0 (23)
ds ’
jer bi u slucaju iS¢ezavanja torzije is¢eznula i koneksijaI'" 3, osim ako ona ne bi
bila koneksija Levi-Civite koja po pretpostavci to nije. Dakle, iako jednadzba (22)
nije geodetska po svojoj definiciji, ipak uzrokom gibanja Cestice u gravitacijskom
polju se i dalje pokazuje dinamika prostovremena u svakoj tocki, no sada u ter-
minima torzije. Zanimljivo je promotriti situaciju u kojoj postoji razlika trome i
teske mase gdje m; oznacava inercijalnu masu, a m, tesku masu (naboj). Tada se
jednadzba gibanja mozZe napisati kao

du, my

mg _ "8 a P
(8x“+;iBZ> il m[T”puuu . (24)

Poznato je da By, i T, ne ovise o omjeru m;/my te jednadzba gibanja Cestice os-
taje konzistentna i u slucaju m; # mg. U slucaju m; = mg ona postaje istovjetna
geodetskojjednadzbi. Taj rezultat moZe se uciniti robusnijim od onoga u op¢oj te-
oriji relativnosti, no ipak treba biti vrlo oprezan s takvom tvrdnjom. Upravo zbog
toga §to u prirodi postoji jednakost trome i teske mase, iz toga slijedi geodetska
jednadzba kao dublji princip, a ne naprosto kao neka slucajnost koja nastupa u
TEGR. 1li preciznije, upravo zato sto u misljenju postoji op¢i zahtjev prema kojem
se materija slobodno krece u nekom prostorvremenu te bi putanja takve materije
onda morala proizaéi iz nafela minimalne akcije, tada kao rezultat toga slijedi nu-
zan zaklju¢ak o jednakosti teske i trome mase. S druge strane, (22) je ekvivalentna
geodetskoj jednadzbi, Sto ne zacuduje jer je taj rezultat bio zahtjev teorije, jer je
eksperimentalno potvrdena, te je ona tautoloski i dobivena ali u terminima dru-
gih veli¢ina, odnosno polja. Tu prepoznajemo svojevrsan korak natrag u razumi-
jevanju gravitacijskog medudjelovanja, gdje se vra¢a neko polje torzije kao uzrok

medudjelovanja. Valja opet naglasiti da se upravo zbog tog vracanja prevladanih



pojmova omogucuje bolje shvac¢anje tih pojmova u teorijama u kojima su oni i da-
lje aktualni. Iako je u standardnom modelu takoder prevladan pojam sile u klasi¢-
nom smislu, te medudjelovanje slijedi iz dubljeg principa bazdarne simetrije, ipak
i dalje ostaju pojmovi izmjene Cestica, interakcije itd. Takoder, u teorijama stan-
dardnog modela ostaje enigma i nedovoljno razumljivo nacelo lokalne bazdarne
simetrije. Doduse, velik iskorak je napravljen otkri¢em i sistematizacijom pojma
renormalizacije koji pretpostavlja beskona¢nu vrijednost golih naboja i masa ele-
mentarnih Cestica, te nekonstantnost tih veli¢ina ovisi o energijskim skalama na
kojoj se eksperiment odvija. Pokazano je da su sve teorije temeljene na bazdarnoj
simetriji renormalizabilne [5]. Problematican je slucaj gravitacije koja se odupire
toj tvrdnji, koji moramo shvatiti kao jo$ jedan znak nedovoljnog razumijevanja
odnosa bazdarnih teorija i gravitacije.

Vodeni novijim kozmoloskim istraZivanjima, te pokusajima postavljanja kvantne
teorije gravitacije namede se potreba za modifikacijom opée teorije relativnosti.
Kako je bilo pokazano, stvar je konvencije uzimamo li teoriju temeljenoj na za-
krivljenosti ili torziji, odnosno akcije (11) i (12) daju iste jednadzbe gibanja iako se
te akcije razlikuju. Postoji ¢itava obitelj novih modificiranih teorija koje se temelje
na zakrivljenosti i nazivamo ih f(R) teorijama. Takve teorije mijenjaju akciju na
nacin §to linearnu funkciju Riccijevog skalara R zamjenjuju nekom opéenitijom
funkcijom f(R) te akcija (11) postaje [6]

A

Spry = 16ﬂG/v—gf(R)d4x- (25)

Na sli¢an nadin to moZemo udiniti i s akcijom (12) gdje skalar torzije poopéujemo
s opcenitijom funkcijom f(7T') te akcija glasi [7]

4
811 = Temg / hf(T)d*x. 26)

Modificirane f(T') teorije gravitacije su posebno zanimljive $to daju jednadzbe gi-
banja najvise drugog reda u derivacijama komponenata metrickog tenzora, $to je
i slu¢aj u opcoj teoriji relativnosti, dok u f(R) teorijama one mogu biti ¢ak i et-
vrtog reda. Takva jednostavnost je ubrzo pokazala svoju primjenu u kozmologiji

gdje je na zadovoljavajuéi nacin rijeSen i model ciklickog svemira, inflacije, ubr-



zanog Sirenja itd [8, 9, 10, 11]. Medutim, ubrzo nakon postavljanja f(7T') teorije
gravitacije uoCen je problem naru$enja lokalne Lorentzove simetrije [12, 13]. Na-
ime, u ranijim teorijama uzet je uvjet tzv. apsolutne paralelizabilnosti sli¢no kao

(9) za koji kovarijantna derivacija tetrade iSCezava
Vyuh, = ouh, =T, h%, = 0. 27)

Taj uvjet definira Weitzenbokovu koneksiju

TP = ho? duh’. (28)
A s druge strane tetrada 4, mora zadovoljiti uvjet metricke kompatibilnosti

8uv = nabhauhbw (29)
medutim, isto tako je mogude uzeti i neku drugu tetradu 4%, te takoder mora
vrijediti

guv = Nab h/auh/bv, (30)

jer metricki tenzor jednoznac¢no definira geometriju prostorvremena. Kazemo da

je tetrada lokalno Lorentz transformirana
b
Wy = A (x)h” ., (31)

Medutim, sad vidimo da iz uvjeta apsolutne paralelizabilnosti dobivamo neku drugu

Weitzenbokovu koneksiju za tu transformaciju
Py = WPy, (32)

arekli smo da je akcija TEGR funkcija tenzora torzije odnosno Weitzenbokove ko-
neksije. Na taj nacin vidljivo je da dobivamo drugi lagranzijan, pa je time naru-
$ena lokalna Lorentzova invarijantnost. U tu svrhu, kao $to je i u proslim poglav-
ljima bio slucaj, uvodimo kovarijantnu derivaciju Fock-Ivanenka (5) koja uvodi i
spinsku koneksiju u teoriju, pa je sada uvjet apsolutne paralelizabilnosti prosiren

Iuhy —TPyuhy + A%kt =0, (33)

gdje je uvedena i spinska koneksija A%;,,. Vidimo da ako Zelimo imati istu konek-
siju I'?y,, za neku promijenjenu tetradu onda se mora i A%, mijenjati u skladu

s tim kako bi Iy, ostala nepromijenjena. Na taj nacin govorimo o kovarijant-



noj formulaciji f(7) teorije gravitacije [14, 15]. Postavlja se pitanje kako prije nije
bio uocen taj lom simetrije. Razlog tomu je slican kao u slucaju odnosa Ri T iz
jednadzbe (13), spinska koneksija se javila samo kao ¢lan u potpunoj divergenciji.
Medutim, kada T postaje opCenitija funkcija onda ¢lan s potpunom divergenci-
jom nece i$¢eznuti kao povr§inski ¢lan u lagranzijanu. Ipak, f(T) teorija zapravo
nije u potpunosti rijesila problem lokalne Lorentzove invarijantnosti. Pri tome
ostaju otvorena pitanja geometrija koje ovise i o prostoru i vremenu koja nisu na
zadovoljavajuéi nadin rijeSena, kao i pitanja crnih rupa i vakuumskih rjesenja koja

pokazuju znatna pojmovna odstupanja od onih u op¢oj teoriji relativnosti.
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